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Для того чтобы найти приближенное представление функции ϕ с помощью эле-
ментов определенного конечномерного пространства возможно использование значе-
ний данной функции на некотором конечном множестве точек xβ, β = 0, 1, ..., N .
Соответствующая задача называется задачей интерполяции и точки xβ называются
узлами интерполяции.
Существуют полиномиальные и сплайн интерполяции. В настоящей время тео-
рия сплайн интерполяции быстро развывается. По теории сплайн функций ввели и
введут исследования многие авторы.
Пусть функции ϕ принадлежат к гильбертово пространству (см. [1])
Km(0, 1) = {ϕ : [0, 1]→ R | ϕ(m−1) –абсолютно непрерывные и ϕ(m) ∈ L2(0, 1)},
снабженный с нормой
‖ϕ‖ =
(∫ 1
0
(Lϕ(x))2 dx
)1/2
(1)
и
∫ 1
0
(Lϕ(x))2 dx <∞, где
L ≡ am(x) · d
m
dxm
+ am−1(x) · d
m−1
dxm−1
+ ...+ a0(x), (2)
здесь каждый aj(x) (j = 0, 1, ...,m) из Cj[0, 1] и am(x) не превращается в ноль на
[0, 1]. Пусть L∗ является формально смежной к L и
L∗ ≡ (−1)m d
m
dxm
{am(x)·}+ (−1)m−1 d
m−1
dxm−1
{am−1(x)·}+ ...− d
dx
{a1(x)·}+ a0(x).
Равенство (1) является полу нормой и ‖ϕ‖ = 0 тогда и только тогда когда
Lϕ = 0.
Если ∆ : 0 = x0 < x1 < ... < xN = 1 является сетка на [0, 1], тогда обобщенный
сплайн (или L-сплайн) дефекта k (0 ≤ k ≤ m) по ∆ это функция S∆(x), которая
принадлежить K2m−k(a, b) и удовлетворяющая дифференциальному уравнению
L∗LS∆ = 0 (3)
на каждом открытом интервале сетки ∆ [1]. Обычный сплайн (дефекта 1) имеет
разрывы в производном порядка (2m− 1), но только в узлах сетки.
Задача. Пусть на сетке ∆ : 0 = x0 < x1 < ... < xN = 1 отрезка [0,1], где
N ≥ m заданы N + 1 вещественных чисел ri, i = 0, 1, ..., N. Требуется среди всех
функций f ∈ K(m)(0, 1), для которых
f(xi) = ri, i = 0, 1, ..., N
1
найти такую, для которой функционал
lm(f) =
∫ 1
0
(Lf)2dx
принимает наименьшее значение.
Эта задача называется задачей минимальной нормы и она в различных про-
странствах исследована многими математиками (см. например, [1-6] и библиографию
в них).
В настоящей работе задача минимальной нормы исследована в пространстве
K(2)(0, 1) при L ≡ d2/dx2 − 1 и справедлива следующая
Теорема. На сетке ∆ : 0 = x0 < x1 < ... < xN = 1 отрезка [0,1], где
N ≥ 2 при заданных N +1 вещественных чисел ri, i = 0, 1, ..., N среди всех функций
f ∈ K(2)(0, 1), для которых
f(xi) = ri, i = 0, 1, ..., N
существует единственная функция
S2(x) =
N∑
β=0
CβG(x− xβ) + d1e−x + d2xe−x,
где G(x) = 1
8
signx · (ex(x− 1) + e−x(x+ 1)), дающая минимум функционалу
l2(f) =
∫ 1
0
(f ′′ − f)2dx.
Кроме того, коэффициенты функции S2(x) удовлетворяют системе
N∑
γ=0
CγG(xβ − xγ) + d1e−xβ + d2xβe−xβ = ri,
N∑
γ=0
Cγe
−xγ = 0,
N∑
γ=0
Cγxγe
−xγ = 0.
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